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Um semigrupo é um par (a,o) em que a é um tipo e ¢:: a — a — a satisfaz:
(xoy)oz=x0(yo2)

para cada x, y, z :: a; neste caso dizemos que ¢ é associativo. Um semigrupo é uma
estrutura algébrica bem simples. No entanto, o que ela tem de simples também tem
de importante (dizer que algo é importante é extremamente subjetivo, mas, afinal
de contas, precisamos de uma motivagao). Eis alguns exemplos de semigrupos:

(i) paracada a, se Num g, entdo (a,+) é um semigrupo,
(ii) para cada a, se Num a, entdo (a, *) € um semigrupo, e

(iii) paracada a, ([a], ++) é um semigrupo.

H4 diversos outros exemplos — matrizes, listas ordenadas, aritmética modular, en-
domorfismos — de semigrupos que vamos explorar nesta aula.

O conjunto das expressées formais de um semigrupo (a, ) é definido recursivamente
da seguinte forma:

(i) x éuma expressao paracada x:: a,e

(i) se a e B sdo expressoes, entdo (a o ) também é uma expressao.

Assim, por exemplo, se x1, X2, X3, X4 :: a, entdo ((x1 ¢ (x2 ¢ X3)) ¢ X4) € uma expressao
formal. A cada expressdo formal esté associado um tinico valor do tipo a. Por exem-
plo, a expressdo formal ((2 + 3) +4) tem valor 9 no semigrupo (Int,+). Dada uma
expressio formal a, a lista de valores de « é definida recursivamente como:

(i) paracada x: a, [x] é alista de valores de a,

(i) se a e B sdo expressoes e xs é a lista de valores de a e ys é a lista de valores de
B, entdo xs++ys é alista de valores de (a < f).

Por exemplo, a lista de valores da expressao ((x1 ¢ X2) ¢ (X3¢ X4)) € [X1,X2, X3, X4]. A
associatividade de ¢ permite concluir que se a e § sdo expressoes formais e a lista



de valores de a é igual a lista de valores de 8 entdo a e  possuem o mesmo valor.
Logo, o valor de uma expressao formal qualquer cuja lista de valores é [x1, X2, ..., X;]
é igual ao valor da expressao formal (x; ¢ (x2 0 (x30 (-+- 0 Xp)...).

O primeiro problema que vamos resolver, até para apreciar com mais cuidado o
papel da associatividade, € obter todas as expressdes formais de uma lista de valores.
Para isso, vamos precisar primeiro da seguinte defini¢do. Suponha que xs é uma lista
ndo-vazia de valores. Uma bipartigdo de xs é é um par (ys, zs) de listas ndo-vazias tais
que ys++zs = xs. Por exemplo, ([1,2],[3,4]) é uma biparticao de [1,2,3,4].

Exercicio 1. Escreva uma funcao
allBips :: [a] -> [([a]l, [al)]

que recebe uma lista xs e devolve todas as biparticoes de xs.

E claro quodemos representar uma expressio formal como uma arvore bindria cu-
jas folhas estdo rotuladas com valores e cujos nés internos estao (implicitamente
rotulados com ¢. Por exemplo, a seguinte arvore representa a expressido formal
(((x1 ¢ x2) © x3) © X4)); neste caso, dizemos que uma tal drvore é uma arvore para a
lista de valores [x1, X2, X3, X4].
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Observe que a cada expressdo formal estd associada uma tinica arvore bindria; além
disso, a cada drvore bindria estd associada uma tinica expressao formal.

Considere, entdo, a definicao
data BTPar a = Leaf a | Node (BTPar a) (BTPar a)

Assim, a arvore desenhada acima é representada pelo termo

Node (Node (Node (Leaf x;) (Leaf x3)) (Leaf x3)) (Leaf xy)

O préximo problema consiste em, dada uma lista de valores vs, determinar todas as
arvores para vs.

Exercicio 2. Escreva, entdo, uma fungao

allTrees :: [a] -> [BTPar a]

que recebe uma lista vs de valores e devolve uma lista com as arvores para vs. Por
exemplo, a chamada

allTrees [1,2,3,4]

deve devolver



[Node (Leaf 1) (Node (Leaf 2) (Node (Leaf 3) (Leaf 4))),
Node (Leaf 1) (Node (Node (Leaf 2) (Leaf 3)) (Leaf 4)),
Node (Node (Leaf 1) (Leaf 2)) (Node (Leaf 3) (Leaf 4)),
Node (Node (Leaf 1) (Node (Leaf 2) (Leaf 3))) (Leaf 4),
Node (Node (Node (Leaf 1) (Leaf 2)) (Leaf 3)) (Leaf 4)]

Agora, vamos definir uma type class para um semigrupo:

class Semigroup a where

(<) ::a->a ->a
stimes :: Integral b =>b -> a -> a
sconcat :: NonEmpty a -> a

H4 um novo elemento na definicdo acima, o tipo NonEmpty a. Antes de lidar com
ele, vamos primeiro entender o papel da fun¢do stimes. Considere um semigrupo
(a: o). E natural considerar uma expressdo da forma

XOXO -0 X,
—

nvezes

onde x:: a e n = 1. Uma definicao recursiva é a seguinte:

x”:{x’ sen=1

xox™ 1, caso contrario

para cada 7 inteiro tal que n = 1. O papel da funcao stimes é justamente esse: dado
n: btal que Integral be x:: a, entdo a chamada

stimes n x
devolve x".

Exercicio 3. Escreva a funcdo stimes.

Vamos, agora, implementar uma versdo alternativa da funcdo stimes baseada na
seguinte ideia:

X, sen=1
x" =< x™M26x™?, senépar
xox™ 1, caso contrario

para cada n inteiro tal que n = 1. Se implementada da maneira correta, em alguns
casos, esta funcdo, dependendo da versdo concreta do operador ¢, permite calcu-
lar x" de uma forma mais eficiente (em O(lgn), lembre-se das aulas de Anélise de
Algoritmos).

Exercicio 4. Implemente stimes de acordo com a descricdo acima.

Vamos, agora, lidar com a funcdo sconcat. A fungdo sconcat recebe uma lista de
valores [x1, X2,...,X,] com n =1 e devolve o valor da expressao x; ¢ x2 ¢+ ¢ Xx,. Note
que, em virtude da associatividade de ¢ é desnecessario especificar uma expressao
formal. Observe também que uma tal operacdo s estd definida se n = 1 (ou seja,
somente para listas ndo-vazias). Isto motiva a seguinte definico:



data NonEmpty a = a :| [a]
infixr 5 :|

cujo proposito é representar listas ndo vazias. Vamos, em primeiro lugar, fazer com
que NonEmpty seja uma instancia de um Functor.

class Functor f where
(<$>), fmap :: (a ->b) >fa->fhb
(<$>) = fmap

Exercicio 5. Defina, entdo, NonEmpty como uma instancia de Functor.

Exercicio 6. Escreva a funcado sconcat.

Podemos, de forma similar, ao que fizemos com a funcao stimes tentar melhorar
o desempenho de sconcat para algumas instancias de Semigroup. Para isso, con-
sidere uma lista [x1, x2, ..., X;] (com n = 1). Vamos transformar esta lista numa lista
com [n/2] elementos aplicando a operacio ¢ a pares de elementos consecutivos:!

[X10X2,X30X4,..., Xp—10Xp]

Exercicio 7. Escreva a funcao
pairing :: (a -> a -> a) -> [a] -> [a]

que realiza a operacdo acima descrita. Assim, se a é uma instancia de um Semigroup
e xs:: [a], entdo a chamada

pairing (<>) xs
produz uma lista como a descrita acima.

Exercicio 8. Escreva, agora, uma versdo alternativa da fun¢ao sconcat usando a
func¢do pairing. Quando a funcao sconcat é submetida a uma lista com um tinico
elemento, entdo ela devolve tal elemento. Se a lista tem mais de um elemento, entao
reduz a lista original usando a funcéo pairing e realiza, recursivamente, o sconcat
da lista reduzida.

Vamos implementar algumas instancias de um Semigroup. Considere os seguintes
tipos:

newtype Sum a = Sum a deriving Show
newtype Prod a = Prod a deriving Show

Vamos usar o primeiro para definir o semigrupo (a, +) e, o segundo, para definir o
semigrupo (a, *) tal que Num a.

Exercicio 9. Derive estas duas instancias de Semigroup.

E evidente que a operacdo de concatenacio de listas é associativa. Logo, ([a], ++) é
também um semigrupo para qualquer tipo a. E claro também que o tipo das listas
ndo vazias também forma um semigrupo em relacdo a operacdo de concatenagao
de listas nao-vazias.

1% claro, n impar implica que o tltimo elemento é x;,.



Exercicio 10. Derive uma instancia de Semigroup para NonEmpty a.

H4 diversas outras instancias interessantes de Semigroup. Um dos habitos que vocé
deve adquirir sempre que definir um novo ADT é verificar se ele possui propriedades
que permitam deriva-lo como uma instancia de alguma type class.

Vamos, agora, lidar com mondides, que nada mais sdo que um tipo especial de se-
migrupo. Para um tipo a e ¢: a — a — a, dizemos que (a,¢) é um mondide se (a,o) é
um semigrupo e existe e :: a tal que

eox=x0e=x

para cada x :: a; um tal e é chamdo de identidade do mondéide. Eis a definicao de
uma type class para um monéide:?

class Semigroup a => Monoid a where

mempty :: a

mappend :: a -> a -> a

mappend = (<>)

mtimes :: Integral b =>b -> a -> a
mconcat :: [a] -> a

O papel de e em uma instancia de um Monoid é feito por mempty.>

Exercicio 11. Implemente a fungdo mtimes, que agora pode receber 0, e a fungdo
mconcat, que agora pode receber a lista vazia. Use, para isso, as funcées stimes e
sconcat.

Exercicio 12. Derive as respectivas instancias de um mondéide para Sum a e Prod a;
é claro, a deve satisfazer Num a.

Exercicio 13. Derive uma instdncia de um monoide para listas.

Mergesort. Considere o conjunto das listas finitas e ordenadas, representado pelo
seguinte ADT:

newtype Sorted a = Sorted [a]

A intercalacdo de duas listas ordenadas produz uma lista que é um rearranjo orde-
nado da concatenacao das duas listas. Néo € dificil se convencer que esta operagao
é associativa. Ademais, possui uma identidade (que é a lista vazia). Eis, para quem
nao se lembra, a fungdo merge que intercala duas listas ordenadas:

merge :: Ord a => [a] -> [a] -> [a]

merge xs [] = xs

merge [] ys = ys

merge (x:xs) (y:ys) | x <=y X : merge xs (y:ys)
| otherwise =y : merge (x:xs) ys

Exercicio 14. Derive Sorted a como uma instidncia de Semigroup e, a seguir, como
uma instancia de Monoid.

2A funcdo mtimes ndo estd presente na definicio de um monéide do Prelude.

30 nome mempty ndo é muito sugestivo, assim como mappend e mconcat. A motivacdo para esses
nomes vem do fato de que o conjunto das listas finitas munidas da operac¢ao de concatenag¢ao forma um
mondide.



Exercicio 15. Escreva uma versdo do mergesort usando as definicoes anteriores. E
verdade que esta versao tem consumo de tempo em O(nlgn) para uma lista de com-
primento n?

Nimeros de Fibonacci. Vamos lidar agora com ntimeros de Fibonacci e certifi-
car que a implementacao sugerida permite obter um algoritmo, cujo consumo de
tempo estd em O(Ign), que determina o n-ésimo nimero de Fibonacci. Eis a defini-
¢do, caso vocé nao se lembre,

n, sen<l

f(n):{

f(n—=1+ f(n—-2), casocontrario

para cada natural n. Para ver como isso € feito, suponha que para algum natural

n =1, temos a matriz

f(n+1) f(n)
fm)  fn-1)

i

7o fol = o

Entao
fn+1) f(n)
fm)  f(rn-1

Note também que

fn+2) f(n+1)
f(n+1) fm

Logo,

n+1

f(n+2) fn+1)
fn+1)  f)

1 1
1 0

O seguinte ADT serd usado para representar as matrizes 2 x 2 necessdrias para im-
plementar a ideia destacada acima:

para cada natural 7.

newtype Fib = Fib [[Integer]]

Exercicio 16. Derive Fib como uma instancia de Semigroup e Monid. Note que o
seu cédigo deve garantir que as matrizes envolvidadas sdo 2 x 2. Finalmente, escreva
uma funcgao

fib :: Integral a => Int -> a

que devolve o n-ésimo nimero de Fibonacci.



